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Une correction du Probléme (donné 26 Juin 2020)

Prof. Responsable : S. Najib

Données :

e K un corps commutatif, E et F deux K-Espaces vectoriels
et u e L¢(E, F) ;
e G un supplémentaire de Ker(u) dans E, c’est-a-dire :
G+ Ker(u) =E et G n Ker(u)= {0} ;
e H un supplémentaire de Im(u) dans F, c’est-a-dire :
H+ Im(u) = Fet H n Im(u)= {0} ;
p: E= G @ Ker(u) - E, x=x; + X; > X; la projection sur G

parallelement a Ker(u) ;

q:F=Im(u) ® H > F,y=vy; +y, — y; la projection sur
Im(u) parallelement a H.

1) Montrons que u o p=u :

Soit x € E ; on écrit x=x; + X, avec x; € G et x, € Ker(u).

On a (u o p)(x)= u(p(x))= u(xs) et u(x) = u(x; + xz)= u(xy)
puisque X, € Ker(u) implique u(x,)=0. Ainsi (u o p)(x)= u(x)
et ceci pour tout x € E. Par conséquent u o p=u.

Soit I'application linéaire h: G - Im(u), x — u(x).

2) Montrons que h est un isomorphisme de K-espaces vectoriels :

Comme h est linéaire, il reste a montrer que h est
bijective.

e hestinjective : Soit x € G tel que h(x)=u(x)=0. Donc x €
G et x € Ker(u) alors x € G N Ker(u)= {O¢}. Ainsi x= O¢ et h
est injective.
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e h est surjective : Soity € Im(u) alors y= u(x) avec x € E. De

plus x peut s’écrire comme x=Xx; + X; avec X;€ G et x; €
Ker(u). Donc y= u(x)=u(x1)= h(x1). Ainsi h est surjective.

3) On définit I'application linéaire v par: v=ioh™ o g ou
i: G Eestlinjection canonique de G dans E.
Montrons que vo u =p.

Ona velg(F, E) et vou e Lg(E). Soit x € E alors x= x; + X,
avec x; € G et x, € Ker(u).

Donc (v o u)(x)= v(u(x))= v(u(x1))= (io h™ 0 q) (u(x:)) =
(i 0 h™ [q(u(x4))]. Or q(u(x1))= u(x1) car u(xs) € Im(u) et q
est la projection sur Im(u). De plus u(x;)= h(x;) carx, € G
et par définition de I'application h.

Ainsi (v o u)(x)= (i 0 h™)( h(x1))= i(h™*(h(x1)))= i(x;)= x; car
X, € G et par définition de I'application i.

Par conséquent (v o u)(x)=x1= p(x) et ceci pour tout x €
E. Ainsivou=p.

4) Soit u € L¢(E, F). On considere I'applicationv=ioh oqe
L«(F, E) de la question 3). Alors uovou=uop=u(carv
ou=petuop=u). Donconamontré que pour tout u e
L«(E, F), il existe v € L¢(F, E) telqueuovou= u.

5) Montrons que :

u est injective < 3 v € Ly(F, E) tel quevo u = Id;

<) Supposons qu’il existe v € Ly(F, E) tel que v o u = Id¢ et
montrons que u est injective.
Soit x € Ker(u). On av o u = Idg alors
X = Idg(x) = (v 0 u)(x) = v(u(x))= v(0) = O¢
[car x € Ker(u) et v est linéaire].
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Donc x = O¢. Par conséquent Ker(u)= {O¢}, et u est
injective.

=) Supposons que u est injective, et montrons qu’il
existe v e Ly(F, E) tel que v o u = Ide.

D’apres les questions précédentes, il existe v € L¢(F, E) tel
quevou=p.

Soit x € E, on écrit x =x; + X, avec x; € G et x, € Ker(u).
Alors (v o u)(x) = p(x) =x; = x

[car x, € Ker(u) implique x, = O puisque u est injective].
Ainsi pour tout x e E, (vo u)(x) =x. Doncvou=I/d.

Montrons que

u est surjective « 3 v € Ly(F, E) tel que uo v = Id;

<) Supposons qu’il existe v € Li(F, E) tel que uov =Idret
montrons que u est surjective.

Soity € F. On a y=Id¢(y) = (uov)(y) = u(v(y)) € Im(u), et
comme Im(u) est un sous-espace vectoriel de F alors
Im(u)= F. Par conséquent u est surjective.

—) Supposons que u est surjective, et montrons qu’il
existe v € Ly(F, E) tel que uo v = Id.

D’apres les questions précédentes, on considere
'applicationv= ioh™ o q e L(F, E).

Soit ye F. On écrity=vy; +vy, avecy;€ Im(u) ety, e H. Or
u est surjective donc Im(u) = F, et par suite H= {O¢} [car H
+ Im(u)= F]. En particulier y, = O.

Alors (u o v)(y) = u(v(y)), et v(y)= (i o h™)[q(y)] =

(i o h™")(y1) [d’aprés la définition de la projection q].



Université Sultan Mly Slimane Année Universitaire 2019-2020
Faculté Polydisciplinaire de Khouribga Filiere : SMIA (S2)

Donc v(y)= (i o h™)(y1) =i(h™(y1)) = h™(y1) [car h™(y:) € G
et par définition de l'injection i].

Ainsi (u o v)(y) = u(h™(y1)) = h(h™(y1)) [car u = h sur G].
Ou encore (uov)(y)=yi=y[cary=yi+y,et y,=0¢l.

En conclusion, on a montré que (u o v)(y) =y pour touty
€ F. C'est-a-direuo v = Id;.




